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Resumo
Neste trabalho abordamos a aplicac¸a˜o da q-a´lgebra nos cena´rios de localizac¸a˜o de
gravidade e da correspondeˆncia AdS/QCD. A motivac¸a˜o para introduzir esta a´lgebra nes-
tes cena´rios consiste na auseˆncia de uma plena compreensa˜o da origem f´ısica em torno da
q-deformac¸a˜o, e tentamos obteˆ-la com a sua aplicac¸a˜o via um fator de desordem, ou seja,
o paraˆmetro q. No presente caso queremos encontrar a forma do espectro modificada por
esse tipo de a´lgebra q-deformada para uma equac¸a˜o tipo Schro¨dinger advinda do estudo
de flutuac¸o˜es em torno da me´trica, encontramos tambe´m as formas dos limites newtoni-
anos para o caso Karch e Randall e para o modelo Randall e Sundrum original. Nestes
dois u´ltimos casos foi observado que essa correc¸a˜o para o potencial newtoniano equivale
ao caso da correc¸a˜o da constante cosmolo´gica do bulk de 5-dimenso˜es em Randall e Sun-
drum e de Karch e Randall que e´ uma correc¸a˜o na constante cosmolo´gica da brana. Para
a AdS/QCD realizamos um estudo de uma equac¸a˜o tipo oscilador harmoˆnico quaˆntico.
Nesta perspectiva introduzimos um warp factor gaussiano na equac¸a˜o tipo Schro¨dinger
advinda do estudo de flutuac¸o˜es resultando em um espectro modificado para o oscilador
e ainda neste cena´rio realizamos o estudo da dualidade hologra´fica para observar como a
q-deformac¸a˜o modifica o confinamento entre quarks.
Palavras-chave: Localizac¸a˜o de gravidade; Correspondeˆncia AdS/QCD; q-A´lgebra.
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Abstract
In this paper we discuss the aplication of the q-algebra in localized gravity scenarios
and correspondence AdS/QCD. For the introduction of this algebra in these scenarios is
the lack of a full understanding about the physical origin around the q-deformation, and
we try gets it with your application by way of a warp factor, i.e, the parameter q. In this
case we find the shape of the spectrum modified by this kind of q-deformed algebra for a
Schro¨dinger-like equation which came from the fluctuations around the metric. We also
find forms of Newtonian limits to Karch and Randall case and in the original Randall and
Sundrum model. In these two cases it was observed that this correction to the Newtonian
potential is equivalent to a of correction for the cosmological constant of the bulk in the
five-dimensional Randall and Sundrum model. And for the Karch and Randall case the
Newtonian potential is a correction for the cosmological constant of the brane, morover the
AdS/QCD case involvid a study of a quantum harmonic oscillator-like equation. With this
in mind we have introduced a gaussian warp factor in the Schro¨dinger-like equation, which
came from the study of fluctuations such an approch resulting in a modified spectrum for
the oscillator, furthermore we conducted a study of holographic duality in this scenario,
in order to observe how the q-deformation modifies the confinement between quarks.
Keywords: Localized of gravity; correspondence AdS/QCD; q-algebra.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
A localizac¸a˜o de gravidade em uma brana [1] surge no sentido de ser uma alternativa
para compactificac¸a˜o envolvendo uma dimensa˜o extra infinita. Nos cena´rios de Randall-
Sundrum [1, 2], as 3-branas sa˜o incorporadas em um espac¸o denominado bulk AdS5 onde
considera-se uma gravidade em 5-dimenso˜es com uma constante cosmolo´gica negativa
(Λ5 < 0) e uma fonte ”infinitamente fina”da 3-brana, composta por func¸o˜es delta. De
fato, ha´ uma perfeita sintonia fina entre a tensa˜o na brana e a constante cosmolo´gica Λ5.
Assim, o ajuste fino conduz a uma brana 4-d em Minkowski (M4) com uma constante
cosmolo´gica de quatro dimenso˜es Λ4d = 0, de tal forma, que apenas o espac¸o AdS5 e´
curvo. O modo zero de gravidade ligado a 3-brana e´ responsa´vel por uma gravidade
localizada 4-d, de forma que a correc¸a˜o para o potencial newtoniano devido a gra´vitons
do tipo Kaluza-Klein e´ altamente suprimida, no caso de baixas energias. Por outro lado,
se perfeitas sintonias finas esta˜o ausentes, enta˜o, a 3-brana e o espac¸o AdS5 sa˜o curvados.
Estas membranas sa˜o 4-d de Sitter (dS4) branas com Λ4 > 0 ou anti-de-Sitter (AdS4)
branas 4-d com Λ4 < 0.
A questa˜o da localizac¸a˜o local da gravidade em branas AdS4 foi primeiramente
abordado por Karch e Randall como tambe´m [18, 19, 21] para ligac¸a˜o entre a gravidade
massiva em espac¸o dS4 e AdS4. O modo do gra´viton responsa´vel pela gravidade 4-d na˜o e´
um modo zero, mas de modo quase sem massa, este modo de ”quase zero”se sobrepo˜e aos
modos Kaluza-Klein. Este e´ um mecanismo muito mais geral de localizac¸a˜o de gravidade,
uma vez que na˜o requer qualquer condic¸a˜o no espac¸o longe da membrana.
Aspectos universais de localizac¸a˜o de gravidade em branas espessas M4 foram es-
tudados pela primeira vez em [10]. De forma que os campos escalares modela tais branas
espessas [8, 10, 11]. E temos tambe´m branas espessas dS4 e AdS4 que usam um bulk
de campos escalares [30]. Modelos de execuc¸a˜o de um campo escalar com potenciais
escalares como cosn(φ) podem ser resolvidos analiticamente ja´ foram investigados, em
[12, 13, 14, 15, 16, 17] em diferentes contextos. O modelo denominado λφ4 ja´ foi explo-
rado analiticamente [8] no formalismo de primeira ordem, mas apenas no caso em que
Λ = 0. Este modelo tambe´m e´ abordado no contexto de localizac¸a˜o da gravidade local,
mas as soluc¸o˜es foram encontradas apenas no limite de parede fina [29].
Para a localizac¸a˜o de gravidade local em branas AdS4 espessas considera-se um
modelo λφ4, para explorar com mais detalhes o modo do gra´viton mais leve ligado a
brana. O campo escalar e a constante de acoplamento λ controla o surgimento deste
gra´viton. Assim, e´ discutido como efeitos de alta temperatura na massa podem afetar
a localizac¸a˜o de gravidade [30], dando uma motivac¸a˜o para trabalhar a abordagem da
questa˜o das transic¸o˜es geome´tricas, onde mudanc¸as de 3-brana AdS4 a` M4; e, em seguida,
a` dS4 conforme a temperatura diminui. Esse mecanismo ocorre em uma 3-brana espessa,
levantando um va´cuo supersime´trico Λ < 0 a outro, na˜o-supersime´trico, com Λ > 0. Esta
e´ uma discussa˜o atual em teoria de cordas [31].
Neste trabalho foi proposto a introduc¸a˜o da q-a´lgebra no contexto de localizac¸a˜o
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de gravidade local por meio do operador q-diferenc¸a comumente chamada de derivada de
Jackson (JD), esta´ introduc¸a˜o foi motivada pelo estudo dos grupos quaˆnticos e a´lgebras
quaˆnticas que tem chamado a atenc¸a˜o em anos recentes, que possui um espectro muito
abrangente de aplicac¸o˜es, que se estendem desde cordas co´smicas e buracos negros ao
efeito Hall quaˆntico fraciona´rio e supercondutores de alta temperatura, teoria de campos
racionais, geometria na˜o-comutativa e teoria quaˆntica das super-a´lgebras [34].
No desenvolvimento dos resultados a q-deformac¸a˜o foi aplicada a uma equac¸a˜o
tipo Schro¨dinger advinda do estudo de flutuac¸o˜es em torno da me´trica. De modo que
o procedimento foi realizar uma troca das derivadas usuais por derivadas de Jackson na
equac¸a˜o. A meta foi observar a modificac¸a˜o no espectro da equac¸a˜o tipo Schro¨dinger com
relac¸a˜o a a´lgebra q-deformada.
Para uma perspectiva da correspondeˆncia AdS/QCD foi trabalhado o mesmo
background para as flutuac¸o˜es em torno da me´trica. Fez-se essa ana´lise, pois esses
backgrounds gravitacionais sa˜o assintoticamente tipo espac¸o AdS. Durante os recen-
tes anos tem se tornado claro que a correspondeˆncia gauge/gravity pode ser usada para
extrair informac¸o˜es sobre teorias de gauge fortemente acopladas pelo mapeamento das te-
orias gravitacionais em 5−d. O termo AdS/QCD e´ frequentemente usado para descrever
esforc¸os para aplicar uma teoria de 5 − d em uma gravidade anti-de Sitter para estudar
algo sobre QCD. Embora, para a QCD a forma exata da gravidade dual ainda na˜o e´
totalmente conhecida, ha´ duas aproximac¸o˜es complementares para o problema [57]. A
invariaˆncia conforme do ultravioleta (UV ) da QCD (devido a liberdade assinto´tica) que
e´ conhecida pela isometria conforme do background AdS da teoria dual 5−d, enquanto o
confinamento, na realizac¸a˜o mais simples, e´ modelado por um forte “corte” do espac¸o AdS
na regia˜o do infravermelho (IR), como introduzido primeiramente por [35]. A aproxi-
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mac¸a˜o inferior-superior e´ relacionada por uma tentativa empreendida por A.A. Migdal
nos anos 1970 [36] para determinar o espectro do me´son pelo imponente requerimento
da invariaˆncia conforme na correlac¸a˜o de dois pontos da QCD e usando a aproximac¸a˜o
de Pade´, tambe´m como para o modelo de ”‘alc¸a aberta”’ que e´ sa˜o modelos fenome-
nolo´gicos de simetrias locais ocultas e ideias de desconstruc¸a˜o dimensional e dualidade
gauge/gravity. Este modelo tem um grande nu´mero K de grupos de gauge ocultos bem
como uma simetria chiral global. No limite de K →∞ o modelo torna-se uma teoria de
4 + 1 dimenso˜es-a de campos de gauge se propagando em um background dilatoˆnino e no
espac¸o-tempo me´trico externo com duas fronteiras [37, 38].
O espectro do me´son na AdS/QCD e´ determinado pela soluc¸a˜o para auto modos
de um campo de gauge de 5d vivendo em uma fatia de AdS. Como o simples corte do
IR e´ bem forte o espectro do quadrado das massas (m2n) e´ similar para o de uma equac¸a˜o
tipo Schro¨dinger de uma part´ıcula em uma caixa, isto e´ para altas excitac¸o˜es do nu´mero,
n >> 1, m2n cresce com n
2 [57].
Esse trabalho de dissertac¸a˜o de mestrado esta´ organizado da seguinte maneira: O
Cap´ıtulo 2 apresenta uma revisa˜o de alguns modelos consagrados para discutir dimenso˜es
extras como Teoria de Kaluza-Klein, Compactificac¸a˜o de Klein, o modelo (ADD) Arkani-
Hamed-Dimopoulos-Dvali, o modelo RSI, o modelo RSII e Localizac¸a˜o de Gravidade. No
Cap´ıtulo 3 faz-se aplicac¸a˜o da derivada de Jackson. No Cap´ıtulo 4 trata-se da corres-
pondeˆncia AdS/QCD para estudar teoria de confinamento linear atrave´s de um fator de
empenamento (warp factor) gaussiano que deixa o espac¸o AdS na˜o conforme e obter uma
configurac¸a˜o de energia da forma E(L) ∝ L. De modo que, tal configurac¸a˜o de energia se
apresenta dessa forma, para concordar com a o confinamento linear de m2n crescendo com
n pelo que L ≈ mn. E no 5, apresenta-se as concluso˜es.
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Cap´ıtulo 2
Modelos de Dimenso˜es Extras
2.1 Dimenso˜es extras
Uma teoria de unificac¸a˜o entre o eletromagnetismo e a gravidade teve in´ıcio no
se´culo passado. Logo apo´s a formulac¸a˜o da teoria da relatividade geral, por Albert Einstein
em 1916, neste cena´rio a gravidade que era vista como uma forc¸a pela formulac¸a˜o de
Newton, agora passa a ser considerada dentro do contexto da relatividade geral uma
propriedade geome´trica do espac¸o. Assim, tem-se uma busca pela unificac¸a˜o dentro deste
cena´rio das interac¸o˜es fundamentais da natureza que fez surgir as teorias de dimenso˜es
extras [39].
Em meados do anos 1921 Theodor Kaluza propoˆs um modelo, que consiste na
unificac¸a˜o do campo gravitacional com o eletromagnetismo, admitindo assim a existeˆncia
da dimensa˜o extra do espac¸o-tempo. Anos mais tarde, em 1926, Oscar Klein, introduziu
algumas modificac¸o˜es no modelo de Kaluza e este modelo de unificac¸a˜o ficou conhecido
como modelo de Kaluza-Klein [42, 43]. De modo que, a presente teoria, tem uma dimensa˜o
extra que possui um comprimento da escala da constante de Planck (10−35 m). Desta
maneira a dimensa˜o extra na˜o pode ser detectada dentro da escala de energia dispon´ıvel
nos dias atuais.
Na maior parte das formulac¸o˜es dos modelos de dimensa˜o extra, tenta-se resolver o
problema das diferenc¸as entre as escalas de energia que ocorrem entre as forc¸as eletrofraca
e gravitacional. Assim, o conhecido problema de hierarquia, busca resolver a diferenc¸a
entre as escalas de Planck 1018 GeV e a escala da forc¸a eletrofraca 103 GeV , de modo
que surgem as teorias de branas, em que o universo e´ tratado como uma hipersuperf´ıcie
imersa em uma espac¸o ambiente, comumente chamado de bulk. Para esse tipo de modelo
de hipersuperf´ıcie, denominada membrana ou simplesmente brana, conte´m a mate´ria e
os campos de quatro dimenso˜es em um estado de confinamento, no entanto, a gravidade
possui a liberdade de se propagar em direc¸a˜o a`s dimenso˜es extras.
Este cap´ıtulo e´ dedicado a revisa˜o de alguns modelos de dimensa˜o extra. Pri-
meiramente foi abordado o conhecido modelo de Kaluza-Klein, introduzindo a ideia de
dimensa˜o extra. Logo em seguida, foi trabalhado os modelos de imersa˜o: estes ADD,
RSI e RSII; em que a diferenc¸a entre esses modelos reside na forma como a dimensa˜o
extra e´ oculta das observac¸o˜es. Por fim fez-se uma introduc¸a˜o a` a´lgebra de Heisenberg
q-deformada e a`s derivadas de Jackson.
2.2 Modelo de Kaluza-Klein
Nos anos de 1914 e 1921 Nordstro¨m e Kaluza, respectivamente, foram os pioneiros a
elaborar uma tentativa de unificar a forc¸a gravitacional e a forc¸a eletromagne´tica dentro do
contexto de dimenso˜es extras em uma teoria de cinco dimenso˜es [40]. Nordstro¨m, propoˆs
um potencial escalar gravitacional, e Kaluza adotou o potencial de Einstein, notando que
o conjunto completo das coordenadas de um espac¸o-tempo de (4+1)-dimenso˜es deveria
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ser (xµ, r) [39]. Assim, as equac¸o˜es de Einstein em 5 dimenso˜es na auseˆncia do tensor
energia-momento sa˜o dadas a seguir
GMN = 0, (2.1)
ou ainda colocando de outra forma, temos:
RMN = 0. (2.2)
onde GMN = RMN − 1/2gMNR e´ o tensor de Einstein, RMN e R = gMNRMN e´ o tensor e
o escalar de Ricci, respectivamente nessa ordem e gMN e´ o tensor me´trico em 5-dimenso˜es.
Na auseˆncia de fontes as equac¸o˜es de Einstein, reforc¸am a posic¸a˜o adotada por
Kaluza de que ”para dimenso˜es superiores o universo estaria vazio”. Em que a ideia e´ dar
uma explicac¸a˜o para a mate´ria (4-dimenso˜es), que surge como uma manifestac¸a˜o pura da
geometria, em dimenso˜es mais altas [42].
2.3 Compactificac¸a˜o de Klein
Na teoria de Kaluza, a condic¸a˜o cil´ındrica e´ o mecanismo pelo qual explica-se a
natureza do universo em 4-dimenso˜es. A suposic¸a˜o de Kaluza foi a existeˆncia da quinta
dimensa˜o, pore´m as grandezas f´ısicas na˜o dependem dela. Ja´ a suposic¸a˜o de Klein explica
a falta de dependeˆncia, tomando a dimensa˜o extra como muito pequena. Dessa forma,
proposto por ele as seguintes propriedades para a dimensa˜o extra: (1) uma topologia
circular (Sl) e (2) uma escala pequena [43].
2.4 O modelo ADD
Na tentativa de se resolver os problemas de hierarquia entre as escalas de energia
nas u´ltimas de´cadas, sendo este um dos grandes motivadores de modelos para ale´m do
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modelo padra˜o de f´ısica de part´ıculas. Surgiu assim, o modelo Arkani-Hamed-Dimopoulos-
Dvali (ADD), proposto em 1998, que pressupo˜e a existeˆncia de n-dimenso˜es compactadas
de raio R [44].
Neste modelo a dimensa˜o extra encontra-se confinada em uma hipersuperf´ıcie de
quatro dimenso˜es imersa em um bulk, de modo que, apenas a gravidade propaga-se ao
longo da dimensa˜o extra. Em contraste com o modelo proposto por Kaluza, em que as
dimenso˜es extras sa˜o compactadas em um comprimento da ordem da constante Planck, no
modelo ADD [44, 40] essas dimenso˜es sa˜o compactadas em uma escala de comprimento
da ordem submilime´trica, na˜o entrando em conflito com a experieˆncia.
2.5 O modelo RSI
Para este modelo, espac¸o-tempo possui uma u´nica dimensa˜o extra compacta por
meio da existeˆncia de duas branas. Admiti-se que para a dimensa˜o extra sua topologia do
espac¸o de forma local e´ dada pelo orbifold S1/Z2, em que S1 e´ um c´ırculo de raio unita´rio
e Z2 e´ o correspondente grupo multiplicativo (−1, 1); e a operac¸a˜o usual de multiplicac¸a˜o
dos nu´meros inteiros estabelece uma estrutura de grupo abeliano [40].
Assim, as branas encontram-se localizadas nos dois pontos fixos do bulk. De modo
que uma brana com uma tensa˜o λ1 com localizac¸a˜o na origem (z = 0) e a outra com uma
tensa˜o negativa λ2, localizada na extremidade de um c´ırculo, em uma posic¸a˜o da forma
z = pi, que representa um comprimento total L como ilustrado na fig. 2.1.
Para cada ponto limite tem-se um universo em 4-dimenso˜es, como conhecemos.
Uma analogia com branas inseridas em espac¸os com dimenso˜es de ordem superior, os
modelos com (3 + 1)-dimenso˜es tanto envolvem quanto limitam um volume de 5-d como
apresenta-se na fig. 2.2.
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Figura 2.1: Orbifold S1/Z2.
Figura 2.2: Modelo de Randall-Sundrum.
A motivac¸a˜o para o desenvolvimento dos modelos de Randall e Sundrum [1, 2],
reside no problema da Hierarquia. De modo que, a gravidade e´ mais forte pro´ximo da
brana e diminui exponencialmente quando se afasta da mesma, na dimensa˜o extra. Assim,
a me´trica no bulk possui um fator exponencial com dependeˆncia na nova dimensa˜o, isto
e´, a me´trica agora nessa formulac¸a˜o e´ uma func¸a˜o da dimensa˜o extra. De tal forma que
o fator de empenamento, mais comumente denominado warp factor, na me´trica atenua
a gravidade e corrige o problema de Hierarquia tratado neste modelo.
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2.6 Modelo RSII
No modelo Randall-Sundrum II (RSII) o problema de Hierarquia na˜o e´ resolvido,
no entanto, tem-se um quadro interessante para estudar os efeitos gravitacionais de uma
dimensa˜o extra. O presente modelo e´ consistente de uma u´nica brana e o bulk possui uma
geometria anti-de-Sitter (AdS5), munido de uma simetria Z2. De modo que, a coordenada
z pode ir ao infinito, isto e´, em contraste com o modelo anterior, o RSII na˜o se dispo˜e
de uma dimensa˜o extra compacta [39].
2.7 Localizac¸a˜o de Gravidade
Consideremos uma ac¸a˜o que descreve um modelo de gravidade de 5-d acoplada
com um campo escalar em que:
S =
∫
d5x
√
g
[
−1
4
R +
1
2
∂Mφ∂
Mφ− V (φ)
]
, (2.3)
onde consideramos a sinatura (+ − − − −) e M = 0, 1, 2, 3, 5, com g = det(gMN). O
Ansatz da me´trica e´:
ds2 = e2A(r)g¯ijdx
idxj − dr2 (2.4)
onde g¯ij e´ o tensor me´trico 4-d, com i, j = 0, 1, 2, 3, satisfazendo a relac¸a˜o
R¯ij = −3Λg¯ij. (2.5)
A constante cosmolo´gica Λ e´ positiva para espac¸o-tempo de Sitter (dS4), negativa para
espac¸o-tempo anti-de-Sitter (AdS4) e zero para espac¸o-tempo de Minkowski (M4).
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2.8 Flutuac¸o˜es em torno da me´trica
Nesta sec¸a˜o faremos um estudo das flutuac¸o˜es em torno da me´trica da pela equac¸a˜o
(2.4). Comec¸amos com a linearizac¸a˜o das equac¸o˜es de Einstein considerando a seguinte
pertubac¸a˜o g¯ij = gij + hij. Escolhemos um gauge do tipo axial, e que resulte na forma de
um gra´viton de 4-dimenso˜es particularmente simples. O trac¸o nulo transverso em geral
obedece a equac¸a˜o de um escalar sem massa em um background curvo. Realizando uma
perturbac¸a˜o em primeira ordem na ac¸a˜o com relac¸a˜o as componentes da me´trica [8] o
tensor de Ricci e´ dado por:
δ(1)Rij = e
2A(r)(1
2
∂r + 2A
′(r)∂r + A′′(r) + 4A′2(r)− e−2A(r)Λ4d)hij − 122hij
+1
2
ηije
2A(r)A′(r)∂j(ηλρhλρ)− 12ηλρ(∂j∂ihλρ − ∂j∂λhρi − ∂i∂λhλj) (2.6)
onde as outras componentes para o tensor de Ricci
δ(1)R55 = −1
2
(∂r + 2A
′(r)∂r) ηklhkl (2.7)
e
δ(1)Rj5 =
1
2
∂r(∂khjl − ∂µhkl). (2.8)
Para o tensor energia-momento podemos calcular a seguinte quantidade:
δ(1)Tij = −4
3
e2A(r)
(
∂V (φ)
∂φ
+ V (φ)
)
= e2A(r)(A′′(r) + 4A′2(r))hij. (2.9)
As equac¸o˜es de Einstein sa˜o dadas da seguinte forma:
Rij − 1
2
gijR = κTij (2.10)
onde κ = 8piG/c2 e em unidades naturais consideramos κ = 1. Logo, temos que ter
δ(1)Rij = δ
(1)Tij. No entanto introduzindo o gauge transverso de trac¸o nulo, o qual e´
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obtido por meio do operador de projec¸a˜o, temos:
h¯ij → Φij = Pijλρhλρ =
(
1
2
(pijkpiil + pijkpiik)− 1
3
piijpikl
)
hkl = hij + .. (2.11)
onde piij ≡ (ηij − ∂j∂i/2) e (...) indica os termos na˜o locais. O h¯ij satisfaz a:
∂ih¯ij = η
ijh¯ij = 0, (2.12)
de posse dessas informac¸o˜es encontramos a equac¸a˜o para as flutuac¸o˜es da me´trica dada
por
[∂2r + 4A
′(r)∂r − e−2A(r)(24d + 2Λ4d)]Φij = 0. (2.13)
Aqui considera-se apenas flutuac¸o˜es do setor gravitacional, pois o setor escalar relacionado
ao campo escalar e suas derivadas na˜o sa˜o consideradas a priori. Em que Φij descreve as
func¸o˜es de onda do gra´viton em coordenadas na˜o-compactas.
Considerando o uso do Ansatz Φij = h(r)M(x
µ), as equac¸o˜es que descrevem o
gra´viton (24d + 2Λ4d)M = m
2M e a mudanc¸a de varia´veis h(r) = e3A(z)/2ψ(z), z(r) =∫
e−A(r)dr (tomando a relac¸a˜o dz2 = e−2A(r)dr2) na Equac¸a˜o (2.13), a Equac¸a˜o (2.13)
pode ser escrita como:
−∂2zψ(z) + [
3
2
A′′(z) +
9
4
A′2(z)]ψ(z) = m2ψ(z) (2.14)
−∂2zψ(z) + U(z)ψ(z) = m2ψ(z). (2.15)
a Equac¸a˜o (2.15) descreve part´ıculas com J = 2++ que podem ser gra´vitons ou glueballs
em uma correspondencia AdS/QCD. Em a Equac¸a˜o (2.13) foi reescrita para a varia´vel
z. O potencial U(z) e´ dado por:
U(z) =
3
2
A′′(z) +
9
4
A′2(z). (2.16)
e assim a Equac¸a˜o (2.15) pode ser apresentada da seguinte forma:
Hψ(z) = m2ψ(z). (2.17)
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sendo H dado por:
H = Q+Q. (2.18)
Onde H e´ o Hamiltoniano, ψ(z) a func¸a˜o de onda e m2 as massas para o gra´viton. O
produto Q+Q e´ um operador hermitiano positivo, assim na˜o pode haver modos para os
gra´vitons que permitem a condic¸a˜o de normalizac¸a˜o de energia negativa. De tal forma
que temos as seguintes relac¸o˜es em termos de operadores:
Q+ = ∂z +
3
2
∂zA(z) e Q = −∂z + 3
2
∂zA(z). (2.19)
Para o modo zero temos o seguinte resultado:
ψ0(z) = N0e
3A(z)/2 (2.20)
A condic¸a˜o de normalizac¸a˜o para a localizac¸a˜o de gravidade em 4-dimenso˜es e´ que ψ0(z)
e´ normaliza´vel; em outras palavras:∫
ddze3A(z) <∞. (2.21)
Notemos que A(z)→ −∞ na medida em que |z| → ∞.
2.9 Soluc¸a˜o de brana no limite de parede fina
Para mostrar como uma 3-brana (Z2-sime´trica) surge atrave´s do campo escalar no
limite de parede fina [30], calcula-se as equac¸o˜es de movimento. Assim, temos que:
S =
∫
d5x
√
g[−1
4
R +
1
2
∂Mφ∂
Mφ− V (φ)] (2.22)
Calculando as equac¸o˜es de movimento temos que a primeira equac¸a˜o de movimento e´
dada como:
φ′′ + 4A′(r)φ′ =
∂V
∂φ
. (2.23)
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Para as outras equac¸o˜es de movimento temos:
ds2 = e2A(r)g¯ijdx
idxj − dr2 (2.24)
Calculando os s´ımbolos de Christoffel, vem que:
ΓαMN =
1
2
gαR(∂MgNR + ∂NgRM − ∂RgMN) (2.25)
usando a transformac¸a˜o conforme gMN = e
2A(r)g¯MN , podemos escrever o escalar de Ricci
como:
RMN = e
2A(r)(4A′2(r) + A′′(r)− 3Λ4de−2A(r))g¯MN . (2.26)
sendo que o R55 e´ dado por:
R55 = −4A′2(r)− 4A′′(r). (2.27)
E o tensor de Einstein e´:
GMN = RMN − 1
2
gMNR (2.28)
ou
GMN = gMN(6A
′2(r) + 3A′′(r)− 3Λ4de−2A(r)) (2.29)
considerando TMN dado por:
TMN = −2 δL
δgMN
, (2.30)
temos que G55 = −6A′2(r). Assim, combinando G00+G55 = T00+T55 obtemos as seguintes
equac¸o˜es de movimento:
A′2(r)− Λ4de−2A(r) = −1
3
V (φ) +
1
6
φ′2 (2.31)
A′′(r) + Λ4de−2A(r) = −2
3
φ′2 (2.32)
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O campo escalar φ e´ um kink t´ıpico com valores aproximadamente assinto´ticos, ou seja:
φ(r → ±∞) → ±a, (2.33)
φ = a tanh(λar) (2.34)
V (φ) =
1
2
λ2(φ2 − a2)2 − 3
L2
. (2.35)
Onde V (±a) ≡ Λ5 = −3/L2 e´ identificada como a constante cosmolo´gica AdS5. Assim,
temos para as equac¸o˜es de movimento as seguintes expresso˜es
A′2(r)− Λ4de−2A(r) = −1
3
V (φ) +
1
6
φ′2, (2.36)
A′2(r)− Λ4de−2A(r) = −1
3
[
1
2
λ2(φ2 − a2)2 − 3
L2
]
+
1
6
φ′2 (2.37)
A′′(r) + Λ4de−2A(r) = −2
3
φ′2. (2.38)
Atrave´s da identidade 1 + sech2x = tanh2 x, escreve-se as seguintes relac¸o˜es:
A′2(r)− Λ4de−2A(r) = −1
6
sech4λar +
1
L2
+
1
6
sech4λar, (2.39)
A′2(r)− Λ4de−2A(r) = 1
L2
(2.40)
e
A′′(r) + Λ4de−2A(r) = −2
3
φ′2. (2.41)
De posse dos seguintes limites λ → ∞ e λ → 0 que nos leva para o seguinte resultado
φ′2 ≈ σδ(r) com σ = 4λa3/3, obtemos que:
A′2(r)− Λ4de−2A(r) = 1
L2
(2.42)
e
A′′(r) + Λ4de−2A(r) = −2
3
σδ(r). (2.43)
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As Equac¸o˜es (2.42) e (2.43) sa˜o satisfeitas pelas seguintes soluc¸o˜es:
A(r)dS4 = ln
(√
ΛL sinh
(
c− |r|
L
))
, (2.44)
A(r)M4 =
c− |r|
L
, (2.45)
e
A(r)AdS4 = ln
(√−ΛL cosh(c− |r|
L
))
. (2.46)
Em que as tenso˜es para cada um dos casos sa˜o dadas respectivamente por:
σdS4 =
3
L
coth
c
L
, (2.47)
σM4 =
3
L
(2.48)
e
σAdS4 =
3
L
tanh
c
L
. (2.49)
Onde c e´ uma constante. A afinac¸a˜o σ = 3/L = L|Λ5| na brana Minkowski (M4) impo˜e
Λ = 0. No limite de c→∞ as Equac¸o˜es (2.44, 2.45 e 2.46) para o ajuste fino, tanto a brana
AdS4 quanto a brana dS4 colapsa para brana Minkowski (M4) [30]. Esta e´ precisamente
a afinac¸a˜o imposta no modelo de Randall e Sundrum [2].
2.10 Derivadas de Jackson
Em 1908 Frank Hilton Jackson, reintroduziu e iniciou um estudo do operador q-
diferenc¸a, dado como na forma a seguir [45]:
(Dqφ)(x) =
φ(x)− φ(qx)
(1− q)x , q 6= 1 (2.50)
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que e´ a`s vezes e´ referido como operador de Euler-Jackson ou, simplesmente, operador
q-diferencial de Jackson. Este operador pode ser aplicado a qualquer problema em que se
utiliza a func¸a˜o na˜o contendo x = 0 na definic¸a˜o do seu domı´nio. Assim, no limite que
q → 1 recuperamos a derivada ordina´ria, que e´ dada como:
lim
q→1
(Dqφ)(x) =
dφ(x)
dx
. (2.51)
Definindo um nu´mero ba´sico como:
[α]q =
qα − 1
q − 1 , (2.52)
que no limite de q → 1, o nu´mero ba´sico e´ reduzido ao nu´mero α. E φ na equac¸a˜o
(2.51) e´ diferencia´vel em x. Este operador possui algumas propriedades que deve ser
mencionadas como por exemplo: a adic¸a˜o de func¸o˜es e o produto por uma constante, ou
seja, matematicamente
Dq(u(x) + v(x)) = Dqu(x) +Dqv(x) (2.53)
e
Dq(λu(x)) = λDqu(x), (2.54)
respectivamente.
Assim, o operador Dq e´ linear quando atua no espac¸o linear da func¸a˜o. Como
e´ em geral a teoria dos operadores lineares desenvolvida com a a´lgebra linear, a ana´lise
funcional, a teoria de operadores e a´lgebra de operadores pode ser aplicada. O uso da
derivada de Jackson (JD)sa˜o considerados a fim de definir uma dinaˆmica generalizada
q-deformada [45, 47].
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Cap´ıtulo 3
Derivada de Jackson nos cena´rios de
Localizac¸a˜o de Gravidade
Este cap´ıtulo e´ dedicado a aplicac¸a˜o da derivada de Jackson nos cena´rios de locali-
zac¸a˜o de gravidade em branas. O operador de Jackson foi aplicado ao estudo de sistemas
diamagne´ticos de Landau q-deformado imerso em D-dimenso˜es [47]. Nosso objeto de es-
tudo reside em trabalhar a equac¸a˜o tipo Schro¨dinger resultante do estudo de flutuac¸o˜es
em torno da me´trica. Este u´ltimo procedimento reside em uma linearizac¸a˜o das equac¸o˜es
de Einstein recaindo na equac¸a˜o tipo de Schro¨dinger, dada por:
−∂2zψ(z) + U(z)ψ(z) = m2ψ(z), (3.1)
onde U(z) e´:
U(z) =
3
2
A′′(z) +
9
4
A′2(z). (3.2)
A equac¸a˜o acima trata do ana´logo da mecaˆnica quaˆntica para o gra´viton com um potencial
U(z) dado pela Equac¸a˜o (3.2). Potenciais que ligam uma part´ıcula ocorrem na mecaˆnica
quaˆntica, como no estudo do conhecido problema do poc¸o quadrado infinito, este por
sua vez sugere que tal part´ıcula tenha qualquer energia total finita E ≥ 0. O operador
diferencial de Jackson para Equac¸a˜o (3.1) com uma aproximac¸a˜o de ate´ primeira ordem
do nu´mero ba´sico, e´:
D(q)z h(z) =
h(qz)− h(z)
z(q − 1) (3.3)
Esta equac¸a˜o e´ a derivada de Jackson e esta´ sendo aplicada a uma func¸a˜o qualquer,
retornando as derivadas usuais quando q → 1. Foi considerado o resultado que e´ obtido
na termodinaˆmica q-deformada [47] para o limite de altas temperaturas. Obteˆm-se que:
Dqz[α]q = ∂zα (3.4)
Agora, realizando uma expansa˜o no nu´mero ba´sico da Equac¸a˜o (2.52), ate´ terceira ordem,
temos:
qα − 1
q − 1 ≈
ln qα
q − 1 +
(ln q)2α2
2(q − 1) +
(ln q)3α3
6(q − 1) + ϑ[α]. (3.5)
No entanto, considerando apenas a primeira ordem pelo fato de ser mais simples as equa-
c¸o˜es e resolver a equac¸a˜o tipo Schro¨dinger para potenciais conhecidos. Na˜o obstante
faremos mais tarde tratamentos para a derivada de Jackson sem aproximac¸a˜o. Para uma
primeira aproximac¸a˜o temos:
D(q)x
ln qα
q − 1 = ∂xα (3.6)
e
D(q)x =
q − 1
ln q
∂x, (3.7)
como mostrado nas Equac¸o˜es (2.13) e (2.15). Para as equac¸o˜es de Einstein em 5-dimenso˜es
a determinac¸a˜o e´ semelhante a menos de um fator global de ( q−1
ln q
)2. Podemos escrever:[
∂2(q)r + 4
q − 1
ln q
A′(r)∂(q)r − e−2A (2q4d + 2Λ4d)
]
Φij = 0, (3.8)
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onde Φij descreve as func¸o˜es de onda do gra´viton em coordenadas na˜o-compactas. Vamos
considerar o uso do Ansatz Φij = h(r)M(x
µ), as equac¸o˜es que descrevem o gra´viton sa˜o
(2q4d + 2Λ¯4d)M = m
2M , usando a mudanc¸a de varia´veis h(r) = e3A(z)/2ψ(z), z(r) =∫
e−A(r)dr, fornece a uma equac¸a˜o tipo Schro¨dinger modificada na forma:
−
(
q − 1
ln(q)
)2
∂2zψ(z) +
(
q − 1
ln(q)
)2
U(z)ψ(z) = m2ψ(z)
⇒ −∂2zψ(z) + U(z)ψ(z) = m2qψ(z) (3.9)
em que U(z) e´:
U(z) =
[
3
2
A′′(z) +
9
4
A′2(z)
]
(3.10)
Onde m2q = (
q−1
ln q
)−2m2 e a q-deformac¸a˜o na˜o afeta o potencial nesse sentido. Nota-se,
ainda que, α → ψ(z) em (2.52), para pequenas flutuac¸o˜es em torno da me´trica, ou seja,
no limite de baixas curvaturas e justifica-se a aplicac¸a˜o da derivada de Jackson neste
cena´rio. Para o modo zero temos que as equac¸o˜es de primeira ordem sa˜o dadas pelos
operadores aniquilac¸a˜o e criac¸a˜o da seguinte forma, respectivamente:
Q+ = ∂z +
3
2
∂zA(z) (3.11)
e
Q = −∂z + 3
2
∂zA(z). (3.12)
Para o modo zero o operador aniquilac¸a˜o atuando em um estado fundamental tem-se:
Qψ0(z) = 0 (3.13)
Como resultado da equac¸a˜o de primeira ordem encontramos o caso usual das literaturas,
ou seja
ψ0(z) = N0e
3A(z)
2 (3.14)
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e ∫
ddze3A(z)/2 <∞ normalizada. (3.15)
Podemos observar que o operador de Jackson, para primeira ordem da expansa˜o do nu´mero
ba´sico na Equac¸a˜o (3.5) na˜o afeta o modo zero. Tal que so´ os modos massivos sa˜o
modificados por tais operadores. Este fenoˆmeno esta´ de acordo com o efeito encontrado
por Marinho e Brito em 2009 [20], na qual foi os efeitos da q-deformac¸a˜o se torna mais
evidente em temperaturas/energias mais altas. Esse efeito e´ mostrado na sec¸a˜o a seguir,
para o potencial Vulca˜o no modelo de Randall-Sundrum original o qual na˜o tem constante
cosmolo´gica na brana (AdS4).
3.1 Potencial Vulca˜o
Nesta sec¸a˜o apresenta-se o espectro das flutuac¸o˜es da gravidade linearizada em
torno da brana, ou seja uma brana (AdS4) em (AdS5) [9]. Pore´m, para uma pequena
constante cosmolo´gica, o warp factor pro´ximo a brana e´ essencialmente o de uma brana
de Minkowski. No entanto, para a brana, a me´trica difere substancialmente. O espac¸o
inclui a fronteira (AdS5), tendo assim um volume finito. Contudo, para uma constante
cosmolo´gica (AdS4) suficientemente pequena, ha´ estados ligados a brana, e a gravidade de
4-dimenso˜es e´ reproduzida. Nessa perspectiva os estados ligados massivos fazem o papel
da gravidade de 4-dimenso˜es.
Para o estudo do caso (AdS4) a fim de encontrar o potencial Vulcano (AdS4).
Calcula-se o potencial comec¸ando com a Equac¸a˜o (2.46) como na forma a seguir:
A(z) = ln
(
1
sin(
√−Λ(z + z0))
)
(3.16)
em que fez-se uma transformac¸a˜o para a varia´vel z utilizando a relac¸a˜o z(r) =
∫
e−A(r)dr
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Figura 3.1: Uma brana AdS4 em AdS5. Em que o background gravitacional AdS4 repre-
senta um corte no espac¸o AdS5.
e a relac¸a˜o da Equac¸a˜o (3.10), o potencial Vulca˜o AdS4 e´:
U(z) =
(
9
4
Λ +
15
4
(−Λ)
sin2(
√−Λ(z + z0))
)
(3.17)
escolhendo
√|Λ|z0 = pi/2 [9]. Usando a relac¸a˜o:
sin(A+B) = sin(A) cos(B) + cos(A) sin(B), (3.18)
o potencial pode ser escrito como:
U(z) =
(
9
4
Λ +
15
4
(−Λ)
cos2(
√−Λz)
)
. (3.19)
A Equac¸a˜o (3.19) e´ o potencial tipo Vulca˜o sem a presenc¸a da func¸a˜o delta para o problema
do ana´logo da mecaˆnica quaˆntica. Podemos representar o comportamento do presente
potencial Equac¸a˜o (3.17) com z0 = 1/
√−Λ arcsin(1/ cosh(c/L)) e com a presenc¸a da
func¸a˜o delta dada por −3 cot(√−Λz0)
√−Λδ(z) (Figura 3.2). Resolvendo a equac¸a˜o tipo
Schro¨dinger obtemos a seguinte soluc¸a˜o:
ψ(z) = C1F1
(
−3
4
−
√
9 + 4E
4
,−5
4
−
√
9 + 4E
4
; 1−
√
9 + 4E
2
;
1
cos2 z
)
cos−
√
9+4E
2 z
+ C2F2
(
−3
4
+
√
9 + 4E
4
,
5
4
+
√
9 + 4E
4
; 1 +
√
9 + 4E
2
;
1
cos2 z
)
cos−
√
9+4E
2 z(3.20)
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Figura 3.2: Potencial Vulca˜o anti-deSitter com func¸a˜o delta.
fazendo C2 = 0, ficamos com:
ψ(z) = C1F1
(
−3
4
−
√
9 + 4E
4
,−5
4
−
√
9 + 4E
4
; 1−
√
9 + 4E
2
;
1
cos2 z
)
cos−
√
9+4E
2 z(3.21)
onde En ≡ m2n/( q−1ln q )2|Λ4d| e com a condic¸a˜o de que 3 +
√
9 + 4E seja inteiro, ou seja:
En = n(n+ 3). (3.22)
onde temos que m2n = En|Λq4d| e Λq4d ≡ ( q−1ln q )2Λ4d.
Esta e´ a equac¸a˜o do espectro com uma constante cosmolo´gica efetiva modificada
pela q-a´lgebra por um fator com aproximac¸a˜o para primeira ordem da derivada de Jackson.
No limite q → 1 recuperamos a constante cosmolo´gica usual conhecida dos modelos de
localizac¸a˜o de gravidade e, consequ¨entemente, m2n.
3.2 Limite newtoniano para o caso Karch e Randall
A ide´ia aqui e´ aproximar o potencial da Equac¸a˜o (??) com 0 < ω < pi+  e  << 1
[52]. Em que deve-se realizar uma mudanc¸a de varia´veis da forma ω =
√|Λ|z e definindo,
23
ainda, que  ≡√|Λ|z0 ≈√|Λ|L, e o potencial U(ω) e´:
U(ω) = −9
4
+
15
4
1
sin2(|ω|+ ) − 3 cot()δ(ω) (3.23)
A relac¸a˜o para as massas do gra´viton e´ m2n = En|Λq4d|. Nota-se que para uma transfereˆncia
da fronteira do AdS em r para estas coordenadas, podemos ver que 0 < ω < pi − . A
tensa˜o e´ nula, quando  = pi/2 (AdS5 puro), torna-se cr´ıtica, em  → 0. Podemos notar
que o potencial acima na fronteira do AdS e´ finito em ω = pi − , embora muito grande,
em uma brana na escala de Planck ω = 0. Este potencial tambe´m possui uma func¸a˜o
delta grande (mas finita) na brana. Assim, escolhe-se o potencial para conter uma parede
em ω = pi−  e a func¸a˜o delta em ω = 0 fornece a forc¸a correta: −3 cot()δ(ω). E impo˜e-
se o orbifold sime´trico das func¸o˜es de onda, para ser uma situac¸a˜o real. Para utilizar
o potencial, monta-se o potencial tendendo para zero, sendo que ele e´ finito para uma
melhor compreensa˜o ver Schwartz [52].
As soluc¸o˜es exatas para este modelo sa˜o os modos massivos senoidais que divergem
na fronteira do AdS, ou seja:
χk(ω) = sin(k(pi − − ω)), (3.24)
onde as energias sa˜o E = k2 e k satisfaz a
tan() =
tan(k(pi − ))
k
. (3.25)
Para o caso do AdS puro ( = pi/2), ha´ somente modos ı´mpares, k = 1, 3, 5, .... Como  vai
para zero, |Λ| → 0, as frequeˆncias diminuem, e encontra-se todos os inteiros, k = 1, 2, 3, ...
e  e´ um valor cr´ıtico  = 1.2345.
A func¸a˜o delta suporta um estado ligado com energia E = −k2, que tem a forma
dada por:
χ0(ω) = sinh(k(pi − − ω)) ≈ e−kω, (3.26)
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com k satisfazendo a relac¸a˜o:
2
3
tan() =
tanh(k(pi − ))
k
⇒ 2
3
cot() ≈ 2
3
. (3.27)
Para discussa˜o nume´rica aplica-se o me´todo para o ana´logo do problema da me-
caˆnica quaˆntica, ou seja, a equac¸a˜o tipo Schro¨dinger (Equac¸a˜o 2.16), para assim estimar
a dependeˆncia do estado ligado massivo na tensa˜o da brana. Este e´ um ca´lculo bastante
delicado, pois como a tensa˜o tonar-se cr´ıtica (→ 0), o potencial torna-se singular. Uma
aproximac¸a˜o [52] e´:
E0 ≈ (1.5− ) sin2()→ 1.52 ⇒ m20 ≈ 1.5|Λq4d|2. (3.28)
Este resultado pode ser obtido para uma ana´lise envolvendo argumentos supersime´tricos
da decomposic¸a˜o do potencial Vulca˜o.
Os estados excitados tem um termo de ordem zero (em ) na˜o divergente. O
primeiro termo de ordem divergente do espectro como:
En ≈ n(n+ 3) + 0.4n3()2 + ϑ(()3)⇒ (3.29)
m2n ≈ n(n+ 3)|Λq4d|+ 0.4n3|Λq4d|2 + ϑ(|Λq4d|3) (3.30)
Para estimar a amplitude dos modos do gra´viton na brana, e´ preciso conhecer as
normalizac¸o˜es, determinadas por:
1 =
∫ √−gh2dz = ∫ ψ2dz ⇒ ∫ ψ2dω = √|Λ| (3.31)
onde usamos a` me´trica AdS, ou seja:
ds2 = e2Adx2 − dr2 = e2A(dx2 − dz2). (3.32)
A amplitude das func¸o˜es de onda na brana sa˜o
ψ20 ≈ 2− 0.1+ ϑ(2) (3.33)
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eψ2n ≈ 2.52 + 0.8(n2) + ϑ(3, n2). (3.34)
O que permite aproximar o potencial gravitacional na brana, pois as amplitudes dos mo-
dos excitados sa˜o muito menores do que o modo pro´ximo de zero. Va˜o da´ as ordens de
correc¸o˜es de |Λq4d|2 para a gravidade anti-de Sitter, que tem um comportamento assintoti-
camente plano para uma gravidade de Minkowski, para distaˆncias da ordem 1|Λq4d|
. Assim,
temos o potencial total efetivo da forma:
V (r) = ψ20
e−m0r
r
+
∑
n
ψ2n
e−mnr
r
. (3.35)
Como |Λq4d| → 0, as massas aproxima-se de um cont´ınuo, enta˜o podemos substituir a soma
por uma integral. Enta˜o,
V (r) ≈ e
−|Λq4d|r
r
+
|Λq4d|
r
∫
(1 + n)e−n
√
|Λq4d|r (3.36)
≈ 1 +
√|Λq4d|
r
+
√|Λq4d|
r2
+
1 +
√|Λq4d|
r3
. (3.37)
No limite que Λq4d = 0, temos precisamente as correc¸o˜es de RS para o caso cr´ıtico.
Estes resultados nume´ricos mostram justamente cada termo no potencial (incluindo o
termo 0/r2) dando correc¸o˜es da ordem de
√|Λq4d|.
3.3 Limite Newtoniano modificado para o modelo Ran-
dall e Sundrum original
O potencial da teoria original de Randall e Sundrum e´:
U(z) =
l(l + 1)
z2
. (3.38)
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Introduzindo este potencial na equac¸a˜o tipo Schro¨dinger modificada com derivadas de
Jackson, com aproximac¸a˜o de primeira ordem do nu´mero ba´sico podemos escrever que:[
−
(
q − 1
ln q
)2
∂2z +
(
q − 1
ln q
)2
l(l + 1)
z2
]
ψ(z) = m2ψ(z). (3.39)
As soluc¸o˜es para equac¸a˜o utilizando o Wolfram Mathematica, sa˜o dadas em termos de
func¸o˜es de Bessel:
ψm(z)→
√
z
(
AmJ
[
1
2
√
1− 4l − 4l2,−imqz
]
+BmY
[
1
2
√
1− 4l − 4l2,−imqz
])
(3.40)
onde mq ≡ ( q−1ln(q))−2m. Podemos observar o presente reescalamento das massas como
antes. Esta soluc¸a˜o difere da usual encontrada [10] por apresentar correc¸o˜es da a´lgebra
deformada. Utilizando algumas propriedades das func¸o˜es de Bessel escreve-se ψmq(z) de
uma forma mais simplificada como:
ψmq(z) =
√
zAmqJl+1/2[mqz] +
√
zBmqYl+1/2[mqz] (3.41)
ou
ψmq(z) =
√
zAmqJl+1/2[mqz] + (−1)l+1
√
zBmqJ−l−1/2[mqz]. (3.42)
Em que:
Jl+1/2(mqz) = [
mqz
2
]l+1/2
∞∑
j=0
(−1)j
j!Γ(j + l + 1/2 + 1)
[
mqz
2
]2j (3.43)
Para mqz >> 1, as func¸o˜es de Bessel tornam-se uma soluc¸a˜o de onda plana como segue:
ψmq(z) =
√
2
mq
[
Amq sin(mqz −
pil
2
− pi
2
) +Bmq cos(mqz −
pil
2
− pi
2
)
]
(3.44)
Plotando alguns gra´ficos podemos notar que a q-a´lgebra proporciona uma mudanc¸a no
modo como ψmq(z) evolui com a variac¸a˜o de l e q. Para q = 0.1 pequeno (Equac¸a˜o 3.44)
temos uma amplitude de oscilac¸a˜o menor comparada com q ≈ 1, em que a amplitude de
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Figura 3.3: Func¸a˜o de onda plana ψ(z) deformada para a derivada de Jackson deformada,
com alguns valores de q.
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Figura 3.4: Func¸a˜o de onda plana ψ(z) deformada para a derivada de Jackson deformada,
com alguns valores de q.
oscilac¸a˜o vai aumentando. Estas ana´lises podem ser observadas nas Figuras (3.3) e (3.4),
respectivamente para l = 0 e l = 1.
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Se mqz << 1(mas, kz >> 1 func¸o˜es de Bessel), pode-se expandir ψmq(z) como:
ψmq(z) = −
Bmq
√
zΓ(l + 1/2)
pi
[
2
mq
]l+1/2[1 +
1
l − 1/2[
mqz
2
]2 + ...]
+
Amq
√
z
Γ(l + 3/2)
[
mqz
2
]l+1/2[1 + ...] (3.45)
As func¸o˜es de onda ψmq(z) sa˜o normalizadas para |z| → ∞. A correc¸a˜o no segundo
colchete, vinda da expansa˜o de Jl+1/2(mqz) para mqz pequeno, e´ uma se´rie de poteˆncia
em (mqz)
2. A correc¸a˜o no primeiro colchete, vinda da expansa˜o Yl+1/2(mqz) sa˜o mais
complicados, uma vez que dependem de l + 1/2 e´ um nu´mero inteiro, ou na˜o. Contudo,
os dois termos indicados sa˜o os termos dominantes para (mqz) pequeno. Se mqz << 1
temos um argumento significativo para resolver a equac¸a˜o Schro¨dinger como uma se´rie
em m2q. Em que os dois primeiros termos da se´rie mencionada sa˜o [10]:
ψmq(z) = ψˆ0(z) +m
2
qφ(z) + ... (3.46)
Onde ψ0(z) e´ a soluc¸a˜o de energia zero adequadamente normalizados. A primeira correc¸a˜o
φ(z) satisfaz a equac¸a˜o na˜o homogeˆnea:
[
− d
2
dz(q)2
+ Uq(z)
]
φ(z) = ψˆ0(z). (3.47)
Combinando a Equac¸a˜o (3.46) com z >> 1/k, com a se´rie da Equac¸a˜o (3.45). Para
a regia˜o ψˆ0(z) ≈ z−l, coincide com o primeiro termo da Equac¸a˜o (3.45) se Bmq ≈ ml+1/2q .
O segundo e terceiro termos da Equac¸a˜o (3.45), devido a condic¸a˜o de contorno, o termo
na expansa˜o (3.46) torna-se Amq ≈ m−l+3/2q . Usando este procedimento correspondente,
determina-se Amq e Bmq com dependeˆncia em mq. Desde que mq e´ pequeno, o termo
dominante vem do segundo termo da Equac¸a˜o (3.44), onde o coeficiente do cosseno vai
como Amqm
−1/2
q ≈ m−l+1q . Da´ı, para normalizar a func¸a˜o de onda ψmq(z) como uma onda
plana, devemos multiplicar a mesma por um fator global de m−l+1q . O valor da func¸a˜o de
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onda em z = 0 e´ enta˜o extra´ıdo a partir da Equac¸a˜o (3.46). Assim, para ordem em mq,
temos o resultado:
ψm(0) ≈ [
(
mk
q−1
ln(q)
)
]l−1. (3.48)
Onde foi explicitado mq com deformac¸a˜o atrave´s da q-a´lgebra. A correc¸a˜o para o potencial
Newtoniano e´ dada por:
V (r) =
GNM1M2
r
+M2−d∗
∫ ∞
m0
dmmn−1
M1M2e
−mr
r
ψ2m(0) (3.49)
ou
V (r) =
GNM1M2
r
[
1 + C ′
(
1
kqr
)2(l−1)]
. (3.50)
Um reescalamento de k para um kq ≡ kq−1
ln(q)
, tem-se uma correc¸a˜o para o potencial New-
toniano equivale ao caso da correc¸a˜o da constante cosmolo´gica do bulk de 5-dimenso˜es
em RS, ou seja, k2 ≡ −Λq5d/12M3, pois Λq5d = ( q−1ln(q))2Λ5d [40]. Na sec¸a˜o anterior e´ uma
correc¸a˜o na constante cosmolo´gica da brana [9] todas munidas de um fator da q-a´lgebra
devido a aproximac¸a˜o de primeira ordem da expansa˜o do nu´mero ba´sico para o opera-
dor de Jackson. O potencial modificado recai no caso usual no limite em q → 1 como e´
esperado.
3.4 Os potenciais AdS4 e dS4 q-deformados com deri-
vada de Jackson aproximada
Os potenciais q-deformados (AdS4) e (dS4) com aproximac¸a˜o e sem da deriva de
Jackson e avaliou-se os efeitos nos dois casos atrave´s de comparac¸a˜o por meio de gra´ficos.
Assim, temos que a equac¸a˜o geral para flutuac¸o˜es e´:
−
(
q − 1
ln(q)
)2
∂2zψ(z) +
(
q − 1
ln(q)
)2
U(z)ψ(z) = m2ψ(z) (3.51)
30
onde
U(z) =
[
3
2
A′′(z) +
9
4
A′2(z)
]
. (3.52)
Com uma mudanc¸a de varia´vel nas equac¸o˜es acima, da forma z =
(
q−1
ln(q)
)
z′, podemos
reescreveˆ-las como:
−d
2ψ(z′)
dz′2
+
(
q − 1
ln(q)
)2
U(z)ψ(z′) = m2ψ(z′) (3.53)
onde
U(z) =
[
3
2
A′′(z) +
9
4
A′2(z)
]
. (3.54)
Usando a Equac¸a˜o (3.19) com a (3.16) em z′, o potencial AdS4 toma a seguinte forma
U(z′) =
9
4
(
q − 1
ln(q)
)2
Λ +
15
4
(
q − 1
ln(q)
)2
(−Λ)
cos2
(√
−Λ
(
q−1
ln(q)
)2
z′
) (3.55)
onde temos que Λq4d ≡
(
q−1
ln(q)
)2
Λ4d. Assim, podemos avaliar o modo como a q-deformac¸a˜o
modifica este potencial plotando-o para alguns valores de q (Figura 3.5).
Conforme q vai diminuindo o potencial na Equac¸a˜o (3.56) vai ficando mais largo
como se apresenta na 3.5. Assim, para avaliar melhor este efeito tomemos os potenciais
[9], munidos da q-deformac¸a˜o atrave´s da mudanc¸a de varia´veis imposta anteriormente e
com Λq4d ≡
(
q−1
ln(q)
)2
Λ4d. Para os potenciais as equac¸o˜es U(z
′) para os potenciais dS4 e
AdS4, respectivamente, tem-se:
U(z′)dS4 =
9
4
(
q − 1
ln(q)
)2
Λ +
15
4
(
q − 1
ln(q)
)2
Λ
sinh2
(√
Λ( q−1
ln(q)
)2(|z′|+ z′0)
)
− 3 coth
√Λ(q − 1
ln(q)
)2
z′0
√Λ(q − 1
ln(q)
)2
δ(z′) (3.56)
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Figura 3.5: Potencial AdS4 deformada para a derivada de Jackson deformada, com alguns
valores de q.
e
U(z′)AdS4 =
9
4
(
q − 1
ln(q)
)2
Λ +
15
4
(
q − 1
ln(q)
)2
(−Λ)
sin2
(√
−Λ( q−1
ln(q)
)2(|z′|+ z′0)
)
− 3 cot
(√−Λ(q − 1
ln(q)
)2
z′0
)√
−Λ
(
q − 1
ln(q)
)2
δ(z′) (3.57)
Onde o paraˆmetro z′0 e´ definido como para os potenciais UdS4(z
′) e UAdS4(z
′), respectiva-
mente, com:
z′0,dS4 =
1√
Λ
(
q−1
ln(q)
)2arc sinh
(
1
sinh(c/L)
)
(3.58)
z′0,AdS4 =
1√
−Λ
(
q−1
ln(q)
)2arc sin
(
1
cosh(c/L)
)
(3.59)
Plotando os gra´ficos que correspondem as Equac¸o˜es potenciais (3.56) e (3.57), para os
potenciais AdS4 e dS4, temos as Figuras 3.6 e 3.7, respectivamente.
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Figura 3.6: Potencial tipo tac¸a AdS4 deformada para a derivada de Jackson deformada
aproximada, com alguns valores de q.
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Figura 3.7: Potencial dS4 deformada para a derivada de Jackson deformada aproximada,
com alguns valores de q.
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3.5 Os potenciais AdS4 e dS4 q-deformados sem deri-
vada de Jackson aproximada
Utilizando o caso AdS4 com uma mudanc¸a de varia´veis para a Equac¸a˜o (3.17),
temos que reescrever A(z) em func¸a˜o de uma nova varia´vel como:
y(z) = cos
[√−Λ(z + z0)] (3.60)
foi feito esse procedimento para o caso de sistemas termodinaˆmicos trabalhando a fun-
c¸a˜o de partic¸a˜o q-deformada (para o caso AdS4 foi imposta a condic¸a˜o de periodicidade√|Λ|z0 = pi/2) [47]. Para derivada de Jackson para o caso AdS4 sem aproximac¸a˜o temos:
A′q(z) =
[ln(qy(z))− ln(y(z))]√1− y2(z)√−Λ
y(z)(q − 1) (3.61)
e
A′′q(z) =
[ln(q2y(z))−ln(qy(z))]
√
1−q2y2(z)√−Λ
y(z)q(q−1)
y(z)(q − 1)
−
[ln(qy(z))−ln(y(z))]
√
1−q2y2(z)√−Λ
y(z)(q−1)
y(z)(q − 1) . (3.62)
Em que podemos escrever que:
A′q(z) =
ln(q)
y(z)(q − 1)
√
1− y2(z)√−Λ (3.63)
e
A′′q(z) =
ln(q)
q
√
1− q2y2(z)√−Λ− ln(q)
√
1− q2y2(z)√−Λ. (3.64)
Assim, usando essas relac¸o˜es na Equac¸a˜o (3.54), podemos observar como a q-deformac¸a˜o
se comporta, em que o efeito da q-a´lgebra para este potencial pode ser observado na
Figura 3.8. Comparando, agora com a Figura 3.6 tem-se que a q-a´lgebra afeta a largura e
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Figura 3.8: Potencial tipo tac¸a AdS4 deformada para a derivada de Jackson deformada
na˜o aproximada, com alguns valores de q.
altura do potencial como antes para derivada com aproximac¸a˜o. Ja´ para o potencial para
o caso dS4. Assim, vamos considerar:
A(z) = − ln
[
sinh
√
Λ(z + z0)
]
(3.65)
fazendo o mesmo procedimento para a obtenc¸a˜o das Equac¸o˜es (3.61) e (3.62), temos que:
y(z) = sinh
(√
Λ(z + z0)
)
. (3.66)
Para esse caso que relac¸o˜es para o caso dS4 sa˜o dadas por:
A′q(z) =
[ln(qy(z))− ln(y(z))]√1 + y2(z)√Λ
y(z)(q − 1) (3.67)
e
A′′q(z) =
[ln(q2y(z))−ln(qy(z))]
√
1+q2y2(z)
√
Λ
y(z)q(q−1)
y(z)(q − 1)
−
[ln(qy(z))−ln(y(z))]
√
1+q2y2(z)
√
Λ
y(z)(q−1)
y(z)(q − 1) . (3.68)
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Ou ainda dados, tambe´m, por:
A′q(z) =
ln(q)
y(z)(q − 1)
√
1 + y2(z)
√
Λ (3.69)
e
A′′q(z) =
ln(q)
q
√
1 + q2y2(z)
√
Λ− ln(q)
√
1 + q2y2(z)
√
Λ (3.70)
O potencial dS4 para as relac¸o˜es acima, substituindo na Equac¸a˜o (3.54) e a func¸a˜o
delta [9]. A extensa˜o das equac¸o˜es representando graficamente para alguns valores de q
apresenta-se a Figura 3.9.
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Figura 3.9: Potencial tipo tac¸a dS4 deformada para a derivada de Jackson deformada na˜o
aproximada, com alguns valores de q.
Nota-se que, da figura 3.9, que este e´ um potencial tipo barreira com:
−ψ′′(z′) + k2ψ(z′) = 0 (3.71)
e
k =
√
U(z)−m2n (3.72)
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Anteriormente o efeito da q-deformac¸a˜o para o potencial AdS4 consiste em mexer na
largura e altura da caixa (Figura 3.5). Pore´m, para o caso dS4 (Figura 3.7), o efeito
da q-deformac¸a˜o e´ aumentar ou diminuir a altura e altura do potencial. Desta maneira,
a partir dos gra´ficos das Figuras (3.7) e (3.9) temos os resultados aproximados e sem
aproximac¸a˜o, diferem no sentido de que na Figura 3.7, temos Λq4d e na Figura 3.9 temos
que as contribuic¸o˜es (q − 1/ ln(q)) esta˜o sendo compensadas. Notemos, ainda, que as
soluc¸o˜es para a Equac¸a˜o (3.72) esta˜o vinculadas para m2n < 0 e m
2
n ≥ 0. Contudo, temos
que considerar algumas condic¸o˜es sobre q e que estas podem nos dar ana´lises totalmente
diferentes das que conhecemos [10]. Assim, a aproximac¸a˜o WKB [10] tem-se que:
T (m) ≈ e( q−1ln(q) )
∫ z1
z0
dz′
√
U(z)−m2n . (3.73)
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Cap´ıtulo 4
Confinamento Linear e
Correspondeˆncia AdS/QCD
4.1 Confinamento linear
Este cap´ıtulo e´ dedicado a teoria do confinamento linear, tal como a QCD, em que
problemas envolvendo o quadrado das massas dos me´sons com autovalores de spin s ou
excitac¸o˜es radiais dos me´sons para crescer linearmente com s e n (ρ) do nu´mero n sa˜o
esperados e foi proposta por Karch [57], para argumentos semicla´ssicos. De modo que
este comportamento pode ser produzido dentro de uma teoria de 5-dimenso˜es presumindo
uma dualidade hologra´fica para QCD (AdS/QCD).
4.2 Equac¸a˜o tipo oscilador harmoˆnico quaˆntico
A equac¸a˜o tipo Schro¨dinger (Equac¸a˜o 3.9), advinda do estudo de flutuac¸o˜es em
torno da me´trica, para determinar as excitac¸o˜es do background gravitacional para um
A(z) tipo o potencial do oscilador harmoˆnico e´ da forma:
A(z) = −kz
2
2
, (4.1)
em que a mudanc¸a de varia´veis da forma Φij = e
−cA(z)ψ(z)M(xµ), essa mudanc¸a leva em
um potencial da Equac¸a˜o (2.16) acrescido de constantes c e c2 como:
U(z) = −cA′′(z) + c2A′2(z), (4.2)
c pode ser positivo ou negativo, em que recupera-se o potencial da Equac¸a˜o (2.16) com c =
−3/2. Para estudar uma equac¸a˜o tipo oscilador harmoˆnico em que m2nαn e c e´ positivo.
Tem-se uma motivac¸a˜o para escolher um potencial (A(z)) na forma da Equac¸a˜o (4.1), pois
este sera´ o responsa´vel pela interac¸a˜o entre quarks (fe´rmion), ou seja, a interac¸a˜o entre
fe´rmions por intercaˆmbio de um bo´son denominado glu´on (Figura 4.1). Assim, podemos
escrever a Equac¸a˜o utilizando o potencial da Equac¸a˜o (4.2) utilizando (warp factor) da
Equac¸a˜o (4.1).
Figura 4.1: Esquema da interac¸a˜o entre quarks.
−∂2zψ(z) + U(z)ψ(z) = m2qψ(z)
⇒ − ∂
2
z
2m∗
ψ(z) +
(ckz)2
2m∗
ψ(z) =
(
m2q
2m∗
− ck
2m∗
)
ψ(z) (4.3)
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O fator 2m∗ e´ utilizado para reduzir a dimensa˜o de energia na Equac¸a˜o (3.9), pois estamos
com dimensa˜o de energia ao quadrado e para uma analogia com a equac¸a˜o do oscilador
harmoˆnico quaˆntico que na˜o possui energia com essa caracter´ıstica no´s efetuamos tal
procedimento. Podemos reescrever a equac¸a˜o tipo Schro¨dinger para o oscilador harmoˆnico
usando a Equac¸a˜o (4.1) da seguinte forma:
− ∂
2
z
2m∗
ψ(z) +
(ckz)2
2m∗
ψ(z) = E¯ψ(z), (4.4)
Com k = m∗ω, e a relac¸a˜o para E¯ e´:
E¯ ≡ m
2
q
2m∗
− ck
2m∗
(4.5)
onde mq sa˜o as massas q-deformadas obtidas no cap´ıtulo 3. A Equac¸a˜o (4.4) e´ tipo osci-
lador harmoˆnico quaˆntico com operadores aniquilac¸a˜o e criac¸a˜o escritos, respectivamente,
como:
Q¯+ =
1√
2m∗ω
(∂z −m∗ωcz) (4.6)
Q¯ =
1√
2m∗ω
(−∂z −m∗ωcz) (4.7)
O produto Q¯+Q¯ e´:
Q¯+Q¯ =
1
ω
(
− ∂
2
z
2m∗
− c
2
+
(ckz)2
2m∗
)
(4.8)
em que podemos definir uma relac¸a˜o entre os operadores como Q¯+Q¯ ≡ N , ana´logo a um
operador nu´mero, previsto em problemas usuais de mecaˆnica quaˆntica para o oscilador
harmoˆnico. Logo, podemos escrever a Equac¸a˜o (4.4) como:(
− ∂
2
z
2m∗
+
(ckz)2
2m∗
)
= ω
(
N +
c
2
)
. (4.9)
Agora Hamiltoniana composta do termo tipo momento junto com o potencial e´:
H¯ =
(
− ∂
2
z
2m∗
+
(ckz)2
2m∗
)
= ω
(
N +
c
2
)
. (4.10)
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Desta maneira temos uma equac¸a˜o de autovalor e autovetor para a equac¸a˜o tipo oscilador
harmoˆnico da mecaˆnica quaˆntica, pode ser escrita da seguinte maneira:
H¯ψ(z) = E¯ψ(z) (4.11)
Da´ı, encontramos que espectro tipo oscilador harmoˆnico quaˆntico como a seguir:
E¯n = ω
(
n+
c
2
)
; com E¯0 =
cω
2
e ψ0(z) = (
m∗ωc
pi
)1/4e−
1
2
m∗ωcz2 (4.12)
Implementando a deformac¸a˜o, como foi feito no cap´ıtulo 3 com o aux´ılio da Equac¸a˜o (4.5),
a` obtem-se uma relac¸a˜o na forma m2n,q, ou seja,
m2n,q = 4(
q − 1
ln(q)
)2(n+ c). (4.13)
Descreve uma espectroscopia de glueballs com J = 2++. Em modelos de campos bosoˆ-
nicos no multipleto da supergravidade leva-se a 6 equac¸o˜es de onda independentes que
contribuem para estados de glueball como JPC = 2++, 1+−, 1−−, 0++ e 0−+ [58]. Ao incluir
a derivada dos campos φ para encontrar a equac¸a˜o o espectro abra-se a possibilidade para
part´ıculas de Spin J = 0 e pode-se fazer uma comparac¸a˜o com o caso tipo de Regge:
m2n = an+ b. (4.14)
Comparando as Equac¸o˜es (4.13) e (4.14), tem-se as relac¸o˜es entre os paraˆmetros como:
a = 4
(
q − 1
ln(q)
)2
e ac = b. (4.15)
Em que:
m20 = b = (2.9)
2, (4.16)
m21 = a+ b = (3.6)
2. (4.17)
Resolvendo o sistema temos os valores como b = 8.90186896, a = 4.34190768 e c = 2.05
com q = 1.084876780.
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Figura 4.2: Resultados obtidos comparados com o grupo de dados de part´ıculas (PDG).
Nota-se ainda que na Equac¸a˜o (4.13) para c = 1 e q → 1 recuperamos o caso
estudado por Karch [57] e mais precisamente se c = 2 como foi mostrado e q → 1 temos
a relac¸a˜o de espectro para o gra´viton que e´ uma part´ıcula de spin 2, ou seja, desta forma
c passa um significado f´ısico. Nota-se que ao inve´s de utilizar a Equac¸a˜o (3.9), mas de
posse das Equac¸o˜es (3.53) e (3.54) obter´ıamos o mesmo resultado na Equac¸a˜o (4.12) na
varia´vel z′, mas com a func¸a˜o de onda do estado fundamental ψ0(z′). Este fato sugere que
podemos trabalhar com uma geometria q-deformada a priori, tal que na correspondeˆncia
AdS/QCD foi trabalhada com esse tipo geometria, ou seja a Equac¸a˜o (4.1). Das relac¸o˜es
de comutac¸a˜o entre os operadores aniquilac¸a˜o e criac¸a˜o, temos:
[Q¯+, Q¯+] = 0 e [Q¯, Q¯] = 0 (4.18)
e
[Q¯+, Q¯] = −c e [Q¯, Q¯+] = c. (4.19)
Estas relac¸o˜es de comutac¸a˜o sa˜o semelhantes ao do oscilador harmoˆnico usual para c = 1.
4.3 Correspondeˆncia AdS/QCD
Os princ´ıpios de correspondeˆncia AdS/CFT e AdS/QCD [56], sa˜o usados para
descrever correspondeˆncias entre teorias em um ’background’ AdS ou modificado em d+1
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dimenso˜es e teorias de campos conformes ou confinantes em d dimenso˜es, respectivamente.
O potencial de quark pesado e´ observado basicamente para confinamento. Ele tem sido
medido na simulac¸a˜o de rede e revelou resultados de acordo com o conhecido potencial de
Cornell [59]:
V (r) = −k
r
+
r
a2
+ C. (4.20)
Onde os coeficientes sa˜o ajustados para fitar o espectro de charmonium com k ≈ 0.48,a ≈
2.34GeV −1, C = −0.25Gev. Os fatores dados por: k e 1/a2 podem ser interpretados como
4αs/3 e a tensa˜o na corda, respectivamente [60].
Desde a descoberta da correspondeˆncia AdS/CFT , uma concreta realizac¸a˜o das
ideias de holografia nas teorias com gravidade, podem ser descritas por teorias sem gravi-
dade em uma dimensa˜o a menos, um grande esforc¸o tem sido investigar o estudo destas
e de outras dualidades hologra´ficas. Uma a´rea em que a dualidade hologra´fica e´ muito
usada consiste na descric¸a˜o do universo jovem, especialmente para a inflac¸a˜o. Uma impli-
cac¸a˜o importante da correspondeˆncia AdS/CFT [61] e´ que ela resume uma interessante
descric¸a˜o na determinac¸a˜o das interac¸o˜es fortes entre cordas [60].
Na aproximac¸a˜o fenomenolo´gica conhecida como AdS/QCD inicia-se com uma
teoria de campos efetiva de 5-dimenso˜es de alguma maneira motivada pela teoria de cordas
e a QCD dentro do poss´ıvel [60]. Assumi-se a linearidade assinto´tica das trajeto´rias
de Regge surge de alguns backgrounds [62, 57]. Tais backgrounds sa˜o reduzidos para
o background padra˜o AdS no UV , mas difere para o IR. Este u´ltimo acaba por ser
crucial para linearidade. Assim, e´ natural, esperar, que as interac¸o˜es entre quark sejam
dominantes no termo de Coulomb a curtas distaˆncias bem como o termo linear domina
em grandes distaˆncias.
Neste trabalho foi proposto um backgroundme´trico com um warp factor gaussiano
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que gera uma simetria na˜o AdS5, ou seja, na˜o conforme dando origem a um potencial
entre-quarks confinante (interac¸o˜es fortes entre quarks) diferente do obtido por Andreev
[60] AdS5, que e´ conforme com um termo de Coulomb e linear para o potencial. Pore´m,
a caminho que tomamos para calcular a energia de configurac¸a˜o e´ o mesmo usado em
[60] e [61]. Assim, o background me´trico de Karch [9] com A(z) = −kqz2/2 para obter o
potencial entre quarks nos domı´nios da AdS/QCD das interac¸o˜es que carregam o fator q,
podem ser fortes ou na˜o.
4.4 Calculando o potencial
Consideremos o Loop de Wilson retangular C [60] existente na fronteira (z = 0)
do espac¸o de 5-dimenso˜es como apresentado na Figura 4.3. Ess loop de Wilson e´ um
importante operador que aparece em teorias de calibre, por conta da correspondeˆncia
AdS/CFT , ter uma ligac¸a˜o ı´ntima com o comportamento dos quarks. De modo que
auxilia na determinac¸a˜o do potencial quark-antiquark via correspondeˆncia AdS/CFT e a
lei das a´reas vai indicar se a teoria possui cara´ter confinante. Assim, o quark e anti-quark
sa˜o estabelecidos em x = r/2 e x = −r/2, respectivamente. Tomando o limite T → ∞
permite a leitura de energia de um par de valores esperados do loop de Wilson, ou seja,
< W (C) >≈ e−TE(r) [60]. Dado o elemento de linha da forma [9]:
ds2 = e3A(z)/2(g¯µνdx
µdxν − dz2), (4.21)
onde a escolha A(z) = −kqz2
2
torna o espac¸o na˜o conforme, ou seja, na˜o AdS. Neste
cena´rio considerando a geometria euclideana, tem-se:
ds2 = Gnmdx
ndxm = e3A(z)/2(dxidxi + dz2). (4.22)
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Figura 4.3: Loop de Wilson retangular.
O valor esperado do loop de Wilson. Fazendo uso da ac¸a˜o de Nambu-Goto com o
background me´trico da Equac¸a˜o (4.21), obtem-se que:
S =
1
2piα′
∫
dξ2
√
det(Gnmdxndxm) =
T
2piα′
∫ +r/2
−r/2
dxe3A(z)/2
√
1 + (dz/dx)2 (4.23)
onde ξ1 = τ e ξ2 = x. Para determinar a equac¸a˜o de movimento para z, devemos
considerar as seguintes equac¸o˜es
∂L
∂z
− d
dx
∂L
∂z′
= 0, (4.24)
L = e3A(z)/2
√
1 + z′2 (4.25)
e
z′′ − 3kqz
2
(z′4 − 1) = 0 (4.26)
Usamos as equac¸o˜es de Euler-Lagrange (Equac¸a˜o 4.24) aplicadas na Equac¸a˜o (4.25) e
como resultado foi obtido a Equac¸a˜o (4.26), sendo as derivadas de z sa˜o com respeito a
x. A primeira integral produz:
H = L− ∂L
∂z′
z′ (4.27)
ou
H =
e−3kqz
2/4
√
1 + z′2
= constante. (4.28)
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A integral constante na Equac¸a˜o (4.28) pode expressar um valor ma´ximo para z. Isto
ocorre quando z atinge x = 0. Dessa forma, a distaˆncia entre quarks e´ [63]:
L¯(τ, z) = 2
∫ 1

z0
dz
(
g(τ, z)
f(τ, z)
f(τ, z0)√
f(τ, z)2 − f(τ, z0)2
)
(4.29)
onde f(τ, z) =
√
gττgxx e g(τ, z) =
√
gττgzz, tal que gij = e
3A(z)/2 e i, j = 0, 1, 2, 3, 5.
Pore´m, em z = 0 ocorre uma divergeˆncia, desta forma introduzimos o corte () afim de
regularizar tal singularidade. Para uma expansa˜o em , tem-se:
L¯ =
(
2
√
λ
kq
∫ 1
0
dve
−3λ
4 (e3λ(1−v
2)/2 − 1)−1/2 − e
−3λ
4 
z0
√
e3λ/2 − 1 + ϑ(
2)
)
(4.30)
e
L = 2
√
λ
kq
∫ 1
0
dve
−3λ
4 (e3λ(1−v
2)/2 − 1)−1/2 (4.31)
onde v = z/z0, λ = kqz
2
0 , e z0 = z|x=0. A integral da Equac¸a˜o (4.31) e´ real para λ < 3/2
[60]. Desenvolve-se uma singularidade logar´ıtmica uma singularidade em λ = 2 e torna-se
complexo para λ grande [60]. Assim, o limite superior ma´ximo no valor ma´ximo de z e´:
z0 <
√
2
kq
, (4.32)
kq tendendo a` z0 na˜o e´ um limite, como deveria ser para o espac¸o AdS. Como func¸a˜o de
z, a tensa˜o efetiva da corda atinge um mı´nimo em z = z0 [60]. Assim, existe um tipo de
horizonte que e´ uma caracter´ıstica gene´rica das teorias de confinamento. Realizando uma
expansa˜o em λ ate´ a primeira ordem na Equac¸a˜o (4.31) podemos mostrar que:
L = 2
√
λ
kq
(
pi√
6λ
− 5
16
√
3
2
pi
√
λ
)
, (4.33)
onde esta equac¸a˜o permite estudar o confinamento de uma par quark e anti-quark. Para
encontrar a energia de configurac¸a˜o foi utilizada a Equac¸a˜o (4.23). Pore´m, a integral
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para configurac¸a˜o de energia diverge em z = 0, assim e´ preciso fazer uma regularizac¸a˜o
impondo um corte  como proposto em L, de modo que:
S =
T
2piα′
∫ z
z0
dz
f(τ, z)g(τ, z)√
f(τ, z)2 − f(τ, z0)2
(4.34)
e a configurac¸a˜o de energia como
E¯(L¯) =
1
2piα′
∫ 1

z0
dz
f(τ, z)g(τ, z)√
f(τ, z)2 − f(τ, z0)2
. (4.35)
Esta relac¸a˜o pode ser encontrada tambe´m no trabalho de Barosi [63]. Logo, teremos que:
E¯(L¯) =
1
2piα′
√
λ
kq
∫ 1

z0
dve3λ(1/2−v
2)/2(e3λ(1−v
2)/2 − 1)−1/2 (4.36)
realizando uma expansa˜o em ,
E¯(L¯) =
1
2piα′
√
λ
kq
(∫ 1
0
dve3λ(1/2−v
2)/2(e3λ(1−v
2)/2 − 1)−1/2 − e
3λ/2
z0
√
e3λ/2 − 1 + ϑ(
2)
)
(4.37)
em que houve uma mudanc¸a de varia´veis que tanto para a expressa˜o de E e de L o corte
 e´ arbitra´rio. Assim, podemos encontrar que E(L):
E(L) =
1
2piα′
√
λ
kq
∫ 1
0
dve3λ(1/2−v
2)/2(e3λ(1−v
2)/2 − 1)−1/2. (4.38)
O comportamento assinto´tico na˜o e´ mais pro´ximo de 2 [60], mas sim pro´ximo de 3/2.
No caso de L pequeno expandindo a Equac¸a˜o (4.38) em termos das potencias de λ em
segunda ordem, temos:
E(L) =
1
2piα′
√
λ
kq
(
pi√
6λ
− 1
16
√
3
2
pi
√
λ
)
. (4.39)
Agora escrevendo a energia de configurac¸a˜o E em termos de L obtemos:
E(L) =
1
2piα′
(
4pi
5
√
6kq
+
L
10
)
. (4.40)
onde a expressa˜o (4.40) descreve a interac¸a˜o entre quarks para pequenas distaˆncias em fun-
c¸a˜o de L. Foi realizada uma comparac¸a˜o com o potencial de Cornell (4.20), e reescreveu-se
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Cq ≡ 4pi
5
√
6kq
e A2 ≡ 10.
E(L) = σ
(
Cq +
L
A2
)
; com σ =
1
2piα′
(4.41)
As excitac¸o˜es de me´sons podem ser pensadas como um par quark-antiquark exe-
cutando um movimento semicla´ssico em um potencial crescendo linearmente com a sepa-
rac¸a˜o (devido ao confinamento do fluxo do tubo) [57]. Com o momento e energia tipica
do movimento do quark relacionada para a massa do me´son como:
P = E =
mn
2
(4.42)
foi assumido que L >> Cq, para este caso, tem-se:
E(L) ≈ σ L
A2
(4.43)
Em que foi usado a aproximac¸a˜o WKB, como:
∫
pdx ≈ n (4.44)
Encontra-se que:
m2n ≈
4σn
A2
(4.45)
E´ a relac¸a˜o para uma estimativa do tamanho do me´son (glueball). Tal que, esse comporta-
mento e´ tambe´m observado no limite de t′Hooft em (1+1) dimenso˜es onde o confinamento
linear pode ser demonstrado analiticamente [57].
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Cap´ıtulo 5
Conclusa˜o
Apresentamos a aplicac¸a˜o da q-a´lgebra nos cena´rios de localizac¸a˜o de gravidade e
correspondeˆncia espac¸o tempo Anti de-Sitter com a cromodinaˆmica quaˆntica (AdS/QCD)
e como os resultados encontrados foram afetados pela q-deformac¸a˜o, assim para as flutu-
ac¸o˜es encontramos como as massas sa˜o reescaladas por um fator global: este por sua vez
consiste em uma constante cosmolo´gica efetiva reescalada de 4-dimenso˜es. Tal correc¸a˜o
para um potencial Newtoniano equivale ao caso da correc¸a˜o da constante cosmolo´gica do
bulk de 5-dimenso˜es em Randall e Sundrum. Este reescalamento para Λq5d modifica o raio
da dimensa˜o extra do espac¸o Anti-de Sitter de 5-d (AdS5), que isto resulta em reescalar
L. Nos cena´rios de Karch e Randall fizemos uma correc¸a˜o na constante cosmolo´gica da
brana. Todas essas modificac¸o˜es sa˜o munidas de um fator da q-a´lgebra devido a apro-
ximac¸a˜o de primeira ordem da expansa˜o do nu´mero ba´sico para o operador de Jackson.
Assim, todos os resultados para este cena´rio retornam ao caso usual no limite em q → 1.
Para um estudo do confinamento linear de me´sons (glueballs) foi proposto os pos-
s´ıveis candidatos para o cena´rio gravitacional JPC = 2++ foi observado que para c = 1
recuperamos o caso estudado em literaturas que foram utilizadas neste trabalho, pore´m
com a correc¸a˜o do fator global que torna o resultado na˜o usual e devido a uma analogia
com o caso de Regge c e´ algo da ordem do Spin do gra´viton, que e´ uma part´ıcula de spin
2. No estudo do confinamento no cena´rio hologra´fico para λ pequeno mostramos que a
q-deformac¸a˜o devido a introduc¸a˜o de um warp factor gaussiano afeta a parte constante
da energia de configurac¸a˜o entre quarks. Para as excitac¸o˜es de me´sons pensadas como um
par quark-antiquark executando um movimento semicla´ssico em um potencial crescendo
linearmente com a separac¸a˜o (devido ao confinamento do fluxo do tubo). Estimou-se o ta-
manho do me´son. Tal que, esse comportamento e´ tambe´m observado no limite de t′Hooft
em (1 + 1) dimenso˜es onde o confinamento linear pode ser demonstrado analiticamente.
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